	Неопределенный интеграл
F(x) называется первообразной функции f(x) в некотором интервале x ( (a, b), где выполняется равенство:

F’(x) = f(x); dF(x) = f(x)dx

Если функция F(x) является первообразной для функции f(x), то множество всех первообразных функций f(x) будут описываться F(x) + c, где c – постоянная.

Совокупность всех первообразных f(x) в интервале [a, b] называется неопределенным интегралом.

( f(x)dx = F(x) + c – неопределенный интеграл.

График первообразной функции y = F(x) называется интегральной прямой, т.к. первообразное множество получаем из семейства кривых. Графически неопределенный интеграл представляет собой семейство интегральных прямых, получаемых при переносе по оси Y.
Основные свойства неопределенного интеграла
d (( f(x) dx) = ( F’(x) dx = f(x) dx
( af(x) dx = a ( f(x) dx, a – const

( (f1(x) + f2(x)) dx = ( f1(x) dx + ( f2(x) dx

( f(x) dx = F(x) + c
	Метод замены переменных
В некоторых случаях нахождение интеграла упрощается при переходе к другой переменной интегрирования. При этом если исходная и новая переменные x и t связаны соотношением x=((t), где ((t) - обратимая дифференцируемая функция, то для интегралов справедливо равенство:

( f(x) dx = ( f(((t) ( (’(t)) dt
Метод подстановки заключается в введении новой переменной интегрирования.
Интегрирование по частям
Интегрирую выражение любого дифференциала произведения, получим:
d(uv) = udv + vdu,

( d(uv) = (udv + (vdu
( udv = uv - ( vdu
Пример:

( exx2 dx
u = x2, du = 2x dx

dv = ex dx, v = ex
( ex dx = x2ex – 2 ( exx dx = x2ex – 2 (exx – ex + c)
	Основная теорема алгебры

Всякий многочлен n-степени имеет, по крайней мере, один действительный или комплексный корень.

Всякий многочлен может быть представлен в виде, где x1, xn – корни:
Pn(x) = a0(x – x1)(x – x2)k … (x – xn)

Pn(x) = (x – x1) Pn-1(x)

Pn-1(x) = (x – x2) Pn-2(x)

Корни могут быть действительными и комплексными. Если многочлен Pn(x) c действительными числами имеет комплексный корень a + ib, то обл. затем имеет ему сопряженный корень.

(x – a – ib)(x – a + ib) = (x – a)2 – b2 = x2 – 2ax + a2 – b2 = x2 + px + q
Рациональная дробь

Рациональная дробь называется правильной, когда показатель степени m > n, а если m < n, то она называется неправильная.

Если перевести из правильной в неправильную, то нужно разделить многочлен числителя на многочлен знаменателя.

Pn(x)/Gm(x) = Qn – m(x) + Tk(x)/Gm(x)

Пример:
(x2 + 1) / (x2 – 1) = ((x2 – 1) + 1 + 1)) / (x2 – 1) = 1 + 2 / (x2 – 1)

	Интегрирование тригонометрических функций

( Sinnx ( Cosmx dx
если m и n – нечетные числа, то делаем подстановку t = Cosx или t = Sinx. Если m и n – четные числа, то:

Cos2x = ½ (1 + Cos2x)

Sin2x = ½ (1 –  Cos2x)

Sinx ( Cosx = ½ Sin2x
Если m + n – четные отрицательные числа, то t = tgx.

Интегрирование иррациональных функций

( R (x, k(xn, 1/((x + (ax) dx
Для всех показательных корней (k1, k2, … kn) находят наименьшее общее кратное.

НОК (k1, k2, … kn) = n

(x, 3(x, ½ ( 1/3

n/k1 n/k2 x = tn
Пример:
( dx/((x + 3(x) = [НОК = 6]

x = t6, t = 6(x
dx = 6t5dt
( dx/((x + 3(x) = ( 6t5dt / (t3 + t2) = 6 ( t3dt / (t + 1) и т.д.
	Метод интегральной суммы

y = f(x) [a, b] a < b
1. Разбить [a, b] a = x0, x1, x2, … xn = b.

2. Выбрать внутри отрезков произвольные точки и найдем f(c).

3. Умножим f(G) на Bx = xn – xn -1 f(G)Bx2 и составим сумму.

Sn = ( f(G)Bxi – интегральная сумма функций на [a, b]

4. Найдем предел этой суммы.

Опр.1: Если Sn будет стремиться к пределу, причем этот предел не будет зависеть от способа разбиения [a, b] на отрезки и выбора точек c1, c2, c3 и т.д., то предел (число) будет называться определенным интегралом от y = f(x). Опр.2: Приращение первообразных функций вида F(b) – F(a) называется определенным интегралом и обозначается символом (.

a( f(x) dx = lim ( f(c) [a, b]
Теорема о существовании определенного интеграла
Если функция y = f(x) непрерывна на [a, b], то определенный интеграл функции существует.

Геометрический смысл определенного интеграла
Определенный интеграл функций > 0 численно равный площади криволинейной трапеции.

Физический смысл определенного интеграла

Работа перемещения силы F, действующей на [a, b] равна определенному интегралу величины F(x) на [a, b].
	Формула Ньютона-Лейбница
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Пусть F(x) - произвольная первообразная для функции f(x), заданной на промежутке [a,b]. Так как две первообразные одной и той же функции отличаются на постоянное слагаемое, то верно равенство (1):

(в качестве числа х0 взято число а).

В этом тождестве положим х = а и получим,
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откуда С = -F(a). Формула (1) примет вид:
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Иногда ее правую часть записывают короче с помощью двойной подстановки:
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	Свойства определенного интеграла
1. ( af(x) dx = a ( f(x) dx, a – const
2. ( (f1(x) + f2(x)) dx = ( f1(x) dx + ( f2(x) dx

3. a( f(x) dx = - b( f(x) dx - если изменить пределы интегрирования (поменять местами), то знак изменится на противоположный.
4. ab( f(x) dx = aс( f(x) dx + сb( f(x) dx – свойство адетивности.
5. теорема о среднем.

6. если f(x) не меняет знак на [a, b], то интеграл также сохраняет знак.

7. f1(x) ( f2(x) ( [a, b] – неравенство между непрерывными функциями можно интегрировать.

8. ( f(x) dx = ( (f(x)) dx)
Теорема о среднем
Если f(x) непрерывна на [a, b], то существует точка с внутри этого отрезка такая, что:

a( f(x) dx = f(c)(b – a)

f(b) – f(a) = f’(c)(b – a)

F(b) – F(a) = F’(c)(b – a)

F(c) = 1 / (b – a) a( f(x) dx
	Несобственные интегралы с бесконечными пределами

Несобственные интегралы второго ряда.

Несобственными интегралами называются:
1) интегралы с бесконечными пределами;

2) интегралы от неограниченных функций.

Несобственный интеграл от функции f(x) в пределах от a до ( определяется равенством:
lim(b(() a( f(x) dx = a( f(x) dx
Если этот предел существует, то несобственный интеграл называется сходящимся; если же предел не существует, - расходящимся. Аналогично
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	Определение функции нескольких переменных
Переменная u называется f(x,y,z,..,t), если для любой совокупности значений (x,y,z,..,t) ставится в соответствие вполне определенное значение переменной u. Множество совокупностей значение переменной называют областью определения ф-ции.

G - совокупность (x,y,z,..,t) - область определения .

Функции 2-х переменных
Переменная z называется функцией 2х переменных f(x,y), если для любой пары значений (x,y) ( G ставится в соответствие определенное значение переменной z.

Предел функции 2-х переменных
Пусть задана функция z=f(x,y), р(х,у)-текущая точка, р0(х0,у0)- рассматриваемая точка. 

Опр. Окрестностью точки р0 называется круг с центром в точке р0 и радиусом (. ( = ((х-х0)2+(у-у0)2
Число А называется пределом функции |в точке р0, если для любого Lim f(x,y) p(p0 сколь угодно малого числа ( можно указать такое число ( (()>0, что при всех значениях х и у, для которых расстояние от т. р до р0 меньше ( выполняется неравенство: (f(x,y) ( А(((, т.е. для всех точек р, попадающих в окрестность точки р0, с радиусом (, значение функции отличается от А меньше чем на ( по абсолютной величине. А это значит, что когда точка р приблизится к точке р0 по любому пути, значение функции неограниченно приближается к числу А.
Опр. Функция z=f(x,y) называется непрерывной в т. р0, если выполняются 3 условия: 

1) функция определена в этой точке. f(р0) = f(x,y); 2) ф-я имеет предел в этой точке. Lim f(р) = ( p(p0
3) Предел равен значению функции в этой точке: ( = f(x0,y0); 

Lim f(x,y) = f(x0,y0); p(p0.


	Частное производной
Рассмотрим функцию z=f(x,y), р(х,у)- рассматриваемая точка. 

Дадим аргументу х приращение (х; х+(х, получим точку р1(х+(х,у), вычислим разность значений функции в точке р:

(хz = f(p1)-f(p) = f(x+(x,y) - f(x,y) ( частное приращение функции соответствующее приращению аргумента х. 

Опр. Частное производной функции z=f(x,y) по переменной х называется предел отношения частного приращения этой функции по переменной х к этому приращению, когда последнее стремится к нулю. 

(z = Lim   (xz 
(x  (x(0 (x  

( (z = Lim    f(x+(x,y) - f(x,y)
    (x    (x(0            (x
Аналогично определяем частное производной по переменной у.

Нахождение частных производных
При определении частных производных каждый раз изменяется только одна переменная, остальные переменные рассматриваются как постоянные. В результате каждый раз мы рассматриваем функцию только одной переменной и частная производной совпадает с обычной производной этой функции одной переменной. Отсюда правило нахождения частных производных: частная производная по рассматриваемой переменной ищется как обычная производная функции одной этой переменной, остальные переменные рассматриваются как постоянные величины. При этом оказываются справедливыми все формулы дифференцирования функции одной переменной (производная суммы, произведения, частного).
	Полный дифференциал функции 2-х переменных
z=f(x,y) в области D. p(x,y) ( D - рассматриваемая точка. Дадим х приращение (х, у - (у. Получим р1(х+(х, у+(у). Вычислим значение функции. Полным приращение функции называется разность: (z = f(p1)-f(p), (z = f(x+(x,y+(y) ( f(x,y)

Опр. Полным дифференциалом функции z=f(x,y) называется главная линейная часть приращения этой функции, если приращение можно преобразовать к виду: (z = A(x + B(y + (
А, В - не зависят от (х, (у; ( - зависит от (х и (у и при этом 

Lim   ( = 0, ((0, ( - расстояние между точками р и р1
S = рр1 = ((х2 +(у2, ( является бесконечно малой, более высокого порядка, чем (. При уменьшении (х и (у ((0 быстрее, чем (. Из определения следует, что полный дифференциал функции равен z = A(x + B(y При малых (х и (у имеет место равенство (z ( dz.

Опр. Если  функция  z=f(x,y) имеет полный дифференциал в точке р, то она называется дифференцируемой в этой точке.

Теорема. Необходимые условия дифференцируемости функции.

Если  функция  z=f(x,y) дифференцируема в точке р, то она имеет частные производные в этой точке и при этом выражение полного дифференциала  А = (z/(x  B = (z/(y, т.е. полный дифференциал может быть записан в виде: dz = (z/(x (x + (z/(y (y
Док-во: По определению дифференцируемости приращение функции может быть записано в виде: (z = A(x+B(y +( при любом (х и (у. Рассмотрим частный случай:

1)(х(0 (у = 0. При этом (z=A(x+(/(x и перейдем к пределу. Полное приращение функций превращается в частное приращение. Lim (xz/(x  = Lim A+(/(x, (x(0, (z/(x= A+Lim((x(0)(/(x =0 т.к. (=(х. В результате получаем А=(z/(x
Полный дифф. опред. по формуле: dz=(z/(x((x+(z/(y((y
	Дифференцирование сложных функций
Переменная z=z(t) - называется сложной функцией переменной t, если она определяется равенством:

z=z(t)=f[x(t),y(t)] - сложная функция от t.

Теорема. Если функция z=f(x,y) дифференцируема в точке р(х, у), а функции x=x(t) и y=y(t) дифференцируемы в сответствую-щей точке t, то сложная функция z=z(t) также дифференцируема в точке t и ее производная определяется равенством:

dz/dt = (z/(x(dx/dt+ (x/(y(dy/dt  [**]

Док-во: Дадим переменной t приращение (t, при этом х=х(t) получит приращение (х, а у=у(t) ( (у, в результате переменная z=f(x,y) получит приращение (z, т.к. z(х,у) - дифференцируемая функция, то это приращение может быть представлено в виде:

(z=(z/(x((x + (z/(y((y + (
разделим на (t и перейдем к пределу

Lim((t(0)(z/(t = (z/(x(Lim((t(0)(x/(t +

+ (z/(y(Lim((t(0)(y/(t + Lim((t(0)(/(t

dz/dt = (z/(x(dx/dt + (z/(y(dy/dt + Lim((t(0) (/(((/(t  ( 0

(=((x2+(y2
Lim((t(0)(/(=0 - по определению дифференциала.

Lim((t(0)(/(t = Lim((t(0)(((x/(t)2+((y/(t)2= 

=((dx/dt)2+(dy/dt)2(((
Формула [**] доказана.

	Дифференцирование функций, заданных неявно
Опр.  Функция z=f(x,y) наз. заданной неявно, если она определена равенством, неразрешенным относительно z .

F(x,y,z)=0

x+y+z=ez - это равенство задаем некоторую функцию z=f(x,y), которую нельзя выразить в полном виде.

x2+y2+z2=0 - не задает никакой функции.

Теорема: Если ф-я F(x,y,z) ( непрерывна в т. р0(x0,y0,z0) и ее производная по z  Fz(x,y,z)(0, то равенство F(x,y,z)=0 однозначно определяет в неявном виде функцию z=f(x,y), при этом эта функция дифференцируема и ее производная находится по формулам:

(z/(x= ( F(x(x,y,z)/F(z(x,y,z)

(z/(y= (F(z (x,y,z)/F(y(x,y,z)

Док-во: Найдем полный дифференциал функции

dF(x,y,z)=(F/(x*dx+(F/(y*dy+(F/(x*dz

F(x0,y0,z0)=0(dF=0(
(F/(x*dx+(F/(y*dy+(F/(x*dz=0

dz=(((F/(x)/((F/(z)*dx(((F/(y)/((F/(z)*dy (*)

С другой стороны:

z=f(x,y), dz=(z/(x*dx+(z/(y*dy (**)

Сравнивая (*) и(**)(
(z/(x=( F(x(x,y,z)/F(z(x,y,z)

(z/(y=(F(z (x,y,z)/F(y(x,y,z)
	Частные производные высшего порядка
Пусть задана функция 2х переменных z=f(x,y),найдем ее частные производные.

(z/(x=f(x(x,y)

(z/(y=f(y(x,y)

В общем случае,  эти производные также являются функциями 2х и можно искать их частные производные. При этом получаем частные производные 2-ого и более порядков. Производные, в которых дифференцирование производится по разным переменным, называются смешанными.

Теорема: О независимости частных производных от порядка (последовательности) дифференцирования.

Две смешанные частные производные одного порядка, отличающиеся только порядком диф-я равны.

(2z/(x(y=(2z/(y(x - вследствие этого, при обозначении смешанных частных производных последовательность диф-я не указывается.

(nz/(xn-2(y2.

Экстремумы функции 2-х переменных
Рассмотрим функцию 2х переменных z=f(x,y) в области Д, пусть р0(x0,y0) - внутренняя точка этой области.

Опр. Точка р0 наз. Точкой max  функции, если в некоторой окресности этой точки выполняется неравенство:

f(x,y)< f(x0,y0) 

min ( наоборот

Теорема: Необходимое условие существования экстремума функции в точке р0.
Если ф-я z=f(x,y) диф-ма в точке р0 и имеет в этой точке экстремум, то частные производные функции в этой точке равны нулю. (см. продолжение)
	Экстремумы функции 2-х переменных (продолжение)
f(x(x0,y0)=0

f(y(x0,y0)=0

Пусть в точке р0  функция достигает max. Рассмотрим частную производную этой функции по у.

f(y(x,y)=(((у)

При нахождении этой частной производной мы имеем дело с функцией, зависящей только от х, при этом эта функция в точке р0 достигает max, поэтому по теореме о существовании экстремума функции одной переменной имеем:

((( y0)=0 ( f(y(x0,y0)=0, аналогично по х.

Опр. Точка р0 при этом наз. стационарной точкой (в которой частные производные равны нулю).

Из этого следует, что экстремум функция 2х переменных может достигать только в стационарных точках (если она диф-ма), но не во всякой стационарной точке функция достигает экстремума, т.к это только необходимое условие, но недостаточное условие.

Теорема: Достаточное условие существования экстремума ф-ции 2х переменных.

Пусть ф-я z=f(x,y) диф-ма в точке р0 и эта точка явл. стационарной точкой, найдем частные произ-водные 2ого порядка этой  функции

r=(2z/(x2    s=(2z/(x(y   t=(2z/(y2 

Вычислим в точке р0 значение выражения  (rt-s2)po, если это выражение >0, то в т. р0 сущ. экстремум. 

При этом если r>0 р0 (min; r<0 р0 (max
Если rt-s2<0 ( экстремума нет.

rt-s2=0 ( экстремум возможен, требуются дополнительные исследования.

	Условный экстремум функции m переменных
Пусть функция  z=((x,y) определена в некоторой области  G(R2 и в этой области задана кривая уравнением ((x,y)=0. Условным экстремумом функции двух переменных z=((x,y) называют ее экстремум при условии, что точки берутся на заданной кривой. Если из уравнения кривой можно, например, выразить y=y(x), то задача о нахождении условного экстремума сводится к исследованию на экстремум функции одной переменной z=((x,y(x)).
Метод множителей Лагранжа
Если уравнение ((x,y)=0 не разрешимо ни относительно y=y(x), ни относительно x=x(y), то рассматривают функцию Лагранжа L(x,y,()=((x,y)+(((x,y). Необходимым условием существования условного экстремума функции z=((x,y) при условии ((x,y)=0 является равенство нулю всех частных производных функции Лагранжа: dL/dx = dL/dy = dL/d(.
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