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ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ

В природе и технике мы постоянно сталкиваемся с вращательным движением. При изучении динамики поступательного движения твердого тела использовались такие понятия как масса m, сила 
[image: image2.wmf]F

r

, импульс тела 
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. Однако для вращательного движения этих понятий недостаточно. Для вращательного движения необходимы новые понятия: момент силы 
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, момент импульса 
[image: image5.wmf]L

r

, момент инерции I.

3.1. Основной закон динамики вращательного движения 

материальной точки
Пусть материальная точка движется по окружности радиусом R под действием силы 
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r

. Положение точки будем характеризовать радиус-вектором 
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, проведенным из центра окружности. Под действием касательной силы 
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, материальная точка приобретает касательное ускорение 
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 (рис. 3.1).
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Рис. 3.1

Согласно второму закону Ньютона, модуль этого ускорения равен
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Выразим 
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(из рис. 3.1 видно, что 
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Введем обозначения: 
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 ( момент силы материальной точки; 
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Тогда уравнение (3.1) примет вид:
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Угловое ускорение  
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 является вектором, а 
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 – тоже вектор, направление которого совпадает с направлением 
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. В силу этого формулу (3.2) запишем в векторном виде: 
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. Это ( основной закон динамики вращательного движения материальной точки:  угловое ускорение пропорционально моменту внешних сил, обратно пропорционально моменту инерции и направлено в сторону равнодействующего момента сил.

3.2. Момент силы относительно оси и точки
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Рис.3.2
Согласно формуле (3.2), момент силы 
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 обуславливает угловое ускорение тела. Следовательно, момент силы характеризует вращательную способность силы.

Моментом силы 
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 относительно точки О называется векторное произведение радиус-вектора 
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, проведенного из этой точки в точку приложения силы, на силу 
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Вектор 
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 ( псевдовектор. Он перпендикулярен к плоскости, проведенной через векторы 
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 и 
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. Его направление совпадает с поступательным движением правого винта при его вращении от 
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 (рис.3.2).

Модуль момента силы можно записать как
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где 
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 - кратчайшее расстояние от точки О до линии действия силы. 

Момент силы относительно неподвижной оси z.
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Моментом силы, относительно неподвижной оси z называется скалярная величина 
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, определенного относительно произвольной точки данной оси z
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3.3. Момент инерции относительно неподвижной оси

Моментом инерции тела относительно неподвижной оси называется физическая величина, равная сумме произведений элементарных масс на квадраты их расстояний до рассматриваемой оси. Суммирование производится по всем элементарным массам 
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Момент инерции  I – величина аддитивная: момент инерции тела равен сумме моментов инерций его частей.

В случае непрерывного распределения масс момент инерции определяется как
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где ( ( плотность тела в данной точке.

Физический смысл момента инерции I. Из опытов следует, что вращающиеся тела обладают способностью противодействовать изменению угловой скорости, которой они обладают, т.е. противодействуют приобретению углового ускорения. Например, автомобильное колесо труднее раскрутить, чем велосипедное. Это свойство тел было названо инертностью тела при вращательном движении. Из соотношения 
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 вытекает, что чем больше момент инерции I, тем меньше угловое ускорение (, т.е. тем больше тело противодействует изменению его угловой скорости. Следовательно, величина 
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 характеризует инертность тела при его вращении, и зависит она не только от массы тела, но и от ее распределения относительно оси вращения. Аналитическое вычисление интеграла 
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 можно провести лишь для тел правильной формы - цилиндра, шара и др.

Пример 1. Вычислим момент инерции тонкостенного обруча массой т и радиуса R относительно оси, проходящей через его центр перпендикулярно к его плоскости (рис.3.3).
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Рис.3.3
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Пример 2. Вычислим момент инерции однородного сплошного цилиндра, радиуса R относительно его геометрической оси (рис.3.4).
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Рис.3.4
Разобьем цилиндр на отдельные полые концентрические цилиндры бесконечно малой толщины dr с внутренним радиусом r и внешним радиусом r + dr. Момент инерции каждого полого цилиндра: 
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Момент инерции сплошного цилиндра:
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Поскольку объем цилиндра V=
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 В таблице 3.1 приведены моменты инерции однородных тел
Таблица 3.1

	Тело
	Положение оси вращения
	Момент инерции

	Полый тонкостенный цилиндр
	Ось симметрии 
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	Шар, радиуса R
	Ось проходит через центр шара
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	Прямой тонкий стержень длиной l
	1. Ось перпендикулярна стержню и проходит через его середину
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	2. Ось проходит через конец стержня
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Теорема Штейнера. Если известны моменты инерции тела относительно осей, проходящих через центр масс С, то момент инерции относительно произвольной оси z находят, используя теорему Штейнера: момент инерции тела I относительно произвольной оси вращения равен моменту его инерции 
[image: image72.wmf]C

I

 относительно параллельной оси, проходящей через центр масс тела, сложенному с произведением массы т тела на квадрат расстояния а между ними:
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Пример: Момент инерции тонкого стержня длины l относительно оси, проходящей через его конец (рис.3.5)
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Рис.3.5

По теореме Штейнера
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3.4. Кинетическая энергия вращающегося твердого тела
Пусть тело вращается вокруг неподвижной оси z. Мысленно разбиваем тело на элементарные массы 
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Рис.3.6
При вращении твердого тела элементарные объемы массами 
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.  Линейную скорость i-частицы выразим через угловую скорость:
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Кинетическая энергия i-ой элементарной частицы:
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Кинетическая энергия вращающегося твердого тела:
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где I – момент инерции.

Из сравнения формул 
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 следует, что момент инерции – мера инертности тела при вращательном движении.
3.5. Основное уравнение динамики вращательного движения твердого тела

Найдем выражение для работы при вращении твердого тела.
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Рис.3.7
Сила 
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 приложена к точке В, находящейся от оси на расстоянии r,                ( ( угол между направлением силы и радиус-вектором 
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 (рис.3.7) Так как тело абсолютно твердое, то работа этой силы равна работе, затраченной на поворот всего тела.

При повороте тела на бесконечно малый угол d( точка В проходит путь 
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 и работа равна произведению проекции силы на направление смещения на величину смещения:
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Учитывая, что 
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Работа силы при вращении тела равна произведению момента действующей силы 
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 на угол поворота 
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Работа вращения тела идет на увеличение его кинетической энергии 
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. Запишем выражения для работы силы при вращении тела и изменения его кинетической энергии:
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. Мы получили основное уравнение динамики вращательного движения твердого тела относительно неподвижной оси 

[image: image107.wmf]e

×

=

z

z

I

M

,

где 
[image: image108.wmf]z

I

 ( момент инерции тела относительно оси z; ( ( угловое ускорение.

Угловое ускорение, приобретаемое телом, пропорционально моменту внешних сил, приложенных к телу, относительно оси вращения, обратно пропорционально моменту инерции тела относительно той же оси и направлено в сторону равнодействующей момента сил:
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Момент импульса и закон его сохранения. Моментом импульса материальной точки относительно неподвижной точки О называется физическая величина, определяемая векторным произведением радиуса-вектора 
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Рис.3.8
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Модуль вектора момента импульса равен
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где ( ( угол между векторами 
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 ( плечо импульса (перпендикуляр опущен из точки О на прямую, вдоль которой направлен импульс частицы).

Момент импульса отдельной точки вращающегося твердого тела. При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси z каждая отдельная точка тела движется по окружности постоянного радиуса 
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 перпендикулярны радиусу, т.е. радиус является плечом вектора 
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и направлен вдоль оси в сторону, определяемую правилом правого винта.

Момент импульса абсолютно твердого тела относительно неподвижной оси z. Сумма моментов импульса отдельных его частиц относительно той же оси равна
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Учтем, что 
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Момент импульса абсолютно твердого тела относительно неподвижной оси z равен произведению момента инерции тела относительно той же оси на угловую скорость:
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Закон сохранения момента импульса. Продифференцируем выражение (3.14) по времени и получим, что производная момента импульса твердого тела относительно оси равна моменту силы относительно той же оси:
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В векторном виде уравнение моментов имеет вид:


[image: image132.wmf]M

dt

L

d

z

r

r

=

.

В замкнутой системе момент внешних сил равен нулю: М = 0, значит 
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, следовательно, 
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.  Сформулируем закон сохранения момента импульса: момент импульса замкнутой системы сохраняется, т.е. не изменяется с течением времени при любых взаимодействиях тел этой системы.

Закон сохранения момента импульса является фундаментальным законом природы. Он связан со свойством симметрии пространства – его изотропностью, с инвариантностью физических законов относительно поворота замкнутой системы в пространстве на любой угол.

Пример: 1. Человек, стоящий на скамье Жуковского (она с малым трением вращается вокруг вертикальной оси) и держащий в руках гири приведен во вращение с угловой скоростью 
[image: image136.wmf]1
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 (рис.3.9). Если человек прижмет гантели к себе, то момент инерции системы уменьшится. Поскольку момент внешних сил равен нулю, а момент импульса системы сохраняется, то угловая скорость вращения возрастает.
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Рис.3.9

2. Фигурист, чтобы увеличить скорость вращения, уменьшает свой момент инерции, прижимая руки к телу и т.д.

Свободные оси. Гироскоп. Пусть твердое тело, на которое не действуют внешние силы, вращается вокруг произвольной оси. В общем случае, чтобы ось вращения оставалась подвижной, к ней надо прикладывать определенные силы.

У любого тела существуют такие оси, при вращении вокруг которых их положение в пространстве сохраняется неизменным без воздействия на них внешних сил. Эти оси получили название свободных осей. У любого тела имеется три взаимно перпендикулярные оси, проходящие через центр масс, которые являются свободными осями (рис.3.10)

[image: image142]
Рис.3.10

Моменты инерции тела относительно свободных осей в общем случае различны. Устойчивость вращения зависит от того, какая из свободных осей является осью вращения. Так, если тело вращается под действием внешней силы, то устойчивым будет вращение только вокруг свободной оси с максимальным моментом.

При вращении тела вокруг свободной оси с наибольшим моментом инерции положение оси вращения остается постоянным, если на него не действует внешний момент сил. Это свойство используется в технике, например, в гироскопах. 
Гироскоп – это массивное симметричное тело, вращающееся вокруг оси симметрии, являются свободной осью. Вследствие закона сохранения момента импульса, гироскоп обладает свойством сохранять положение оси вращения в пространстве, что используется в навигационных приборах.

Примером гироскопа является массивный металлический диск, через центр которого проходит ось. Другой пример – детский волчок.
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Рис.3.11

На волчок действует момент сил 
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, относительно точки опоры О волчка, обусловленный силой тяжести 
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. Этот момент сил сообщает волчку за время dt момент импульса 
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. Направление векторов 
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Момент импульса волчка будет изменяться только по направлению, оставаясь неизменным по модулю. Это возможно, если ось волчка, и направленный вдоль оси волчка вектор 
[image: image149.wmf]L

r

, вращаясь в направлении, показанном стрелками, описывает конус с вершиной в точке опоры О (рис.3.11). Такое движение волчка называют прецессией. 
В заключении сопоставим основные величины и уравнения, описывающие вращение тела вокруг неподвижной оси и его поступательного движения. Результаты приведем в табл. 3.2:

Таблица 3.2
	Поступательное движение
	Вращательное движение

	Масса т
Скорость 
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Сила 
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Основное уравнение динамики
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Работа 
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Кинетическая энергия 
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	Момент инерции I
Угловая скорость 
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Угловое ускорение 
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Момент силы 
[image: image160.wmf]z

M

 или 
[image: image161.wmf]M

r


Момент импульса 
[image: image162.wmf]w

×

=

z

z

I

L


Основное уравнение динамики
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Контрольные вопросы
1. Что называется моментом силы относительно точки и оси? Что они характеризуют?
2. Дайте понятие момента инерции. Сформулируйте теорему Штейнера. Чему равен момент инерции материальной точки, цилиндра, шара, стержня?
3. Чему равна кинетическая энергия вращающегося твердого тела, работа силы при вращении тела?
4. Запишите основной закон динамики вращательного движения твердого тела.

5. Сформулируйте понятие момента импульса материальной точки. Чему равен модуль вектора момента импульса? Запишите момент импульса твердого тела относительно оси.

6. В чем состоит закон сохранения момента импульса?
Задачи

1. К ободу однородного диска радиусом 0,2 м приложена касательная сила F = 98 Н. При вращении на диск действует момент сил трения в 4,9 Н(м. Найти массу диска, если диск вращается с угловым ускорением 100 рад/с2. (7,35 кг).
2. Однородный стержень длиной 1 м и массой 0,5 кг вращается в вертикальной плоскости вокруг горизонтальной оси, проходящей через середину стержня. С каким угловым ускорением вращается стержень, если на него действует момент сил 90 Н(м? (2160 рад/с2).
3. Маховик, момент инерции которого 63,6 кг(м2, вращается с угловой скоростью 31,4 рад/c. Найти момент сил торможения, под действием которого маховик останавливается через 20 с. (100 Н(м).
ЛЕКЦИЯ 4

ЭНЕРГИЯ, РАБОТА, МОЩНОСТЬ
4.1. Энергия
Энергия – универсальная мера различных форм движения и взаимодействия.

Работа силы – количественная характеристика процесса обмена энергией между взаимодействующими телами.

Работа постоянной силы F, составляющей угол ( с направлением прямолинейного движения тела:
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Работа этой силы равна произведению проекции силы 
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 на направление перемещения (
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) умноженной на перемещение точки приложения силы.
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