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10.1. Вывод основного уравнения морлекулярно-кинетической теории идеального газа

Допустим, что газ заключен в сосуд, и в состоянии теплового равновесия никаких макроскопических движений в нем не происходит. Рассчитаем давление, оказываемое идеальным газом на стенку сосуда. Для этого нужно сопоставить этот макроскопический параметр с результатом бомбардировки стенки отдельными молекулами. Суммарное действие молекул на поверхность можно заменить одной непрерывно действующей силой, т.к. молекул очень много и их столкновения со стенкой происходят очень часто. Согласно второго закона Ньютона, эта сила равна модулю изменения перпендикулярной к стенке составляющей импульса всех молекул, которые испытывают столкновение с ней, за единицу времени:


[image: image232.bmp].                                                 (10.1)

Столкновение молекулы со стенкой. 
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Для простоты предположим, что молекулы сталкиваются со стенкой абсолютно упруго. Когда молекула отскакивает от стенки, проекция ее скорости на направление нормали к стенке меняет знак. Направим ось ОХ по нормали к стенке. Обозначим через 
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 проекцию скорости молекулы до удара, а через 
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Изменение импульса молекулы при столкновении со стенкой 
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, а передаваемый стенке импульс равен 
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При подсчете давления газа можно не думать о столкновении молекул между собой благодаря хаотичности их движения. Если в результате столкновения рассматриваемая молекула изменит свою скорость, то в большом ансамбле молекул в состоянии равновесия на смену ей непременно придет другая молекула, получившая такую же скорость в результате другого столкновения.

Так как давление газа зависит от его температуры и объема и не зависит от формы сосуда, возьмем для простоты сосуд в форме прямоугольного параллелепипеда.
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Двигаясь, как свободная частица, молекула проходит расстояние l между противоположными стенками за время (:
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Второе столкновение произойдет спустя время 
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. Следовательно, за достаточно большой промежуток времени t молекула нанесет по данной стенке 
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 ударов, передавая ей каждый раз импульс 
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. В результате за время t эта молекула передает стенке импульс, равный
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Суммирование по всем молекулам. Для нахождения импульса, передаваемого стенке всеми N молекулами газа, нужно сложить результаты действия всех молекул.

Сила давления 
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. Импульс всех молекул:
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где 
[image: image16.wmf]ix
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 ( проекция скорости i-молекулы на ось ОХ.
Таким образом, давление 
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Так как 
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 ( объем сосуда, в котом заключен газ, следовательно, давление:
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Если газ в объеме V содержит N молекул, движущихся со скоростью 
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, то целесообразно рассматривать среднее значение квадрата скорости 
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Поэтому формулу (10.2) можно переписать в виде 
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Среднее значение квадрата скорости. Входящую в выражение (10.4) величину 
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 можно выразить через среднее значение квадрата скорости молекулы 
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Для средних значений, очевидно, справедливо
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Так как в состоянии равновесия все направления в газе равноправны, то
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Теперь выражение (10.4) принимает вид:
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или
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где 
[image: image33.wmf]V

N

n

=

 ( среднее число молекул газа в единице объема или концентрация молекул.

Уравнение (10.6) называют основным уравнением кинетической теории идеального газа.

Давление Р ‑ макроскопический параметр, характеризующий газ в целом,  выражен здесь через среднее значение микроскопического параметра – квадрата скорости отдельной молекулы.

Другие формы записи ОУМКТ ИГ: 
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Учтем, что 
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учтем, что масса газа 
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учтем, что для 1 моль газа 
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Умножим на 2 и поделим  на 2 правую часть выражения (10.8) и получим:
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Здесь 
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 ( средняя  кинетическая энергия поступательного движения молекул.
[image: image43.wmf]
Средняя квадратичная скорость молекул 
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Рассмотрим ОУМКТ для 1 моль газа:
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где 
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 ( молярный объём. Но, по уравнению Клайперона-Менделеева:
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Приравняем правые части уравнений и получим: 
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 ( средняя квадратичная скорость молекул.

Так как 
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 ( масса одной молекулы, 
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[image: image52.wmf]0

0

3

3

m

kT

N

m

RT

A

=

=

u

,

где 
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Вывод:
1. Чем больше молярная масса газа, тем меньше скорость его молекул 
[image: image54.wmf]u
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2. Чем выше температура, тем выше 
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Пример: 
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Средняя кинетическая энергия поступательного движения одной молекулы ИГ ‑ 
[image: image62.wmf]0

e

.
В уравнении 
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 можно увидеть среднюю кинетическую энергию одной молекулы:
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Запишем уравнение в виде 
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, следовательно,
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Учтем, что 
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 ( суммарная кинетическая энергия поступательного движения всех молекул газа. Следовательно:
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Так как внутренняя энергия идеального газа состоит только из кинетической энергии хаотичного теплового движения его молекул, то 
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 представляет собой внутреннюю энергию U идеального газа из N молекул. Поэтому уравнение можно переписать в виде:
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где U – внутренняя энергия идеального газа.

Вывод: в рассматриваемой статиcтической модели идеального газа произведение давления на объем равно (с точностью до множителя 2/3) внутренней энергии.

В термодинамике идеальным газом был назван газ, для которого выполняется эмпирическое уравнение Клапейрона-Менделеева:
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Сравним уравнения: 
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 ( внутренняя энергия 1 моль идеального газа.

Вывод: внутренняя энергия идеального газа пропорциональна термодинамической температуре Т и не зависит от объема V. Эта модель соответствует одноатомному газу: вся кинетическая энергия его молекул сводится только к энергии поступательного движения.

Физический смысл температуры. Средняя кинетическая энергия поступательного движения одной молекулы идеального газа:
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где 
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Таким образом, 
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 ( средняя кинетическая энергия, приходящаяся на 1 молекулу.

Вывод: 
[image: image77.wmf]>
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 зависит только от температуры и не зависит ни от состава газа, ни от объема, занимаемого газом.

Эта формула позволяет установить физический смысл термодинамической температуры Т.

Термодинамическая температура Т является мерой средней кинетической энергии хаотического теплового движения (поступательного движения) молекул идеального газа в состоянии термодинамического равновесия (молекулярно-кинетическое толкование температуры).

10.2. Закон Максвелла о распределении молекул идеального газа по скоростям и энергиям теплового движения

Полный хаос, которым характеризуется тепловое движение молекул имеет свои законы.

Несмотря на то, что любая молекула газа при столкновении с другими молекулами и со стенками сосуда все время меняет свою скорость, макроскопическое состояние газа в термодинамическом равновесии не изменяется. Это позволяет считать, что в газе существует некоторое стационарное, не меняющееся со временем распределение молекул по скоростям. Действительно, при данной температуре, средняя квадратичная скорость молекул массой 
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 в газе, находящемся в состоянии термодинамического равновесия остается постоянной:
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Однако, среди молекул в данный момент времени есть и быстрые и медленные, и можно поставить вопрос: сколько в среднем в газе молекул имеет то или иное значение скорости? Как найти среднюю скорость, не зная значений скорости отдельных молекул?
Дж. Максвелл в 1859 г. теоретически вывел закон распределения молекул по скоростям. Он исходил из того, что: 1) газ состоит из большого числа N одинаковых молекул; 2) температура газа постоянна; 3) молекулы газа совершают хаотическое тепловое движение; 4) все направления движения равновероятны; 5) на газ не действуют силовые поля.

Закон Максвелла описывается функцией 
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 ( функцией распределения молекул по скоростям.
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Если разбить диапазон скоростей 
[image: image82.wmf]¥

<

u

<

0

 на элементарные интервалы 
[image: image83.wmf]u

d

, то 
[image: image84.wmf](

)

u

dN

 ( определяет число молекул, скорости которых лежат в интервале от 
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Функция 
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 определяет относительное число молекул 
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следовательно,
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где 
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 ( вероятность того, что скорости молекулы заключены в интервале от 
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Дж. Максвелл теоретически получил функцию распределения, применяя методы теории вероятности. Функция распределения молекул по скоростям:
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где 
[image: image97.wmf]0
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 ( масса молекулы; k – постоянная Больцмана; Т – термодинамическая температура.
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Закон распределения зависит от рода газа (массы молекул) и температуры Т газа. 
Характерные особенности зависимости 
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1. В показателе экспоненты стоит взятое со знаком «(» отношение кинетической энергии молекулы к kT ( величине, характеризующей среднюю кинетическую энергию молекулы;

2. График функции 
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, начинаясь в нуле достигает максимума, а затем асимптотически стремится к нулю (множитель 
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 убывает быстрее, чем возрастает 
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3. Кривая несимметрична относительно 
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4. Относительное число молекул 
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5. Функция 
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[image: image111.wmf](

)

1

0

=

u

u

ò

¥

d

f

.

Физический смысл этого интеграла: любая молекула имеет какую-то скорость. Проинтегрировав все доли молекул, имеющих всевозможные скорости (, получим 1 (вероятность того, что молекула имеет какую-то скорость, равна 1).

Зная функцию распределения можно найти среднее значение результатов измерений – скорости молекул. Например: 
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 ( средняя квадратичная скорость. Определим наиболее вероятную скорость 
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следовательно, наиболее вероятная скорость газа:
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Зависимость распределения Максвелла от температуры. 
Пример: 
[image: image123.wmf]2

O

:    Т = 300 К; Т = 900 К.
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С повышением температуры максимум функции 
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Площадь, ограниченная кривой, остается неизменной (равна 1). С повышением температуры кривая 
[image: image127.wmf](
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 растягивается и понижается. Из графика функции распределения Максвелла вытекает, что при любых температурах, даже при комнатной, имеется небольшой процент молекул, движущихся с очень большими скоростями. Эти «горячие» молекулы имеют большую роль в процессах испарения жидкости, сублимации твердых тел, в кинетике химических реакций.

Скорости, характеризующие состояние газа. Наиболее вероятная:
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средняя арифметическая скорость:


[image: image129.wmf]в

0

13

,

1

8

8

u

=

p

=

p

=

>

u

<

M

RT

m

kT

;

средняя квадратичная скорость:
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Вывод: 
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u

:<(>:
[image: image132.wmf]>

u

<

кв

 = 1 : 1,13 : 1,22.


[image: image133]
Таким образом, существует три скорости, характеризующие состояние газа: наиболее вероятная, средняя и средняя квадратичная. Введение этих скоростей обусловлено тем, что физические величины рассматриваемые в молекулярной физике, связаны с разными скоростями. Так, например, средняя энергия 
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 связана со средней квадратичной скоростью; средняя длина свободного пробега в газе – со средней скоростью.

Функция распределения молекул по энергиям теплового движения:
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[image: image136]
Функция 
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 определяет относительное число молекул 
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, следовательно, функция распределения молекул по степеням теплового движения:
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Исходя из распределения молекул по скоростям:
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можно перейти к распределению молекул газа по значениям кинетической энергии (.

Для этого перейдем от переменной ( к переменной 
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Тогда 
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 ( функция распределения молекул по энергиям теплового движения.

Средняя кинетическая энергия 
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т.е. получили результат, совпадающий с формулой 
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Таким образом, распределение молекул по значениям ( характеризуется функцией:
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где 
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10.3. Барометрическая формула. Распределения Больцмана

Равновесное состояние газа характеризуется не только распределением молекул по скоростям, но и по координатам. В отсутствии внешних полей это распределение будет однородным, т.е. газ равномерно распределяется по всему объему сосуда, поскольку в любых равных макроскопических объемах внутри сосуда в среднем находится одинаковое число молекул.

А как обстоит дело при наличии, действующего на молекулы, поля тяжести? Тяготение с одной стороны, и тепловое движение с другой стороны, приводят к тому, что давление газа с высотой убывает. Следовательно, убывает и концентрация молекул воздуха. Например, на высоте Эльбруса (5600 м) давление составляет половину давления на уровне моря.

Распределение молекул по высоте (барометрическая формула). Исходные положения при выводе формулы:

1. поле тяготения однородно (
[image: image158.wmf]const
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2. температура постоянная (
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3. масса всех молекул одинакова (
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4. ускорение свободного падения постоянно (
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Рассмотрим вертикальный столб газа с площадью основания 
[image: image162.wmf]2
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[image: image163]
Выделим слой газа на высоте dh. На высоте h давление равно Р. На высоте h + dh давление равно Р + dP. Применим условие механического равновесия: действующая на слой сила тяжести уравновешивается силами давления на верхнее и нижнее основание.
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следовательно, разность давлений P и P + dP равна весу газа, заключенного в объеме цилиндра высотой dh, площадью 
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Плотность газа зависит от давления. Выразим ее из уравнения Клапейрона-Менделеева для произвольной массы газа 
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Получим: 
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Просуммируем высоты от 
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 ( барометрическая формула; 
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 ( давление на высоте h, 
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II способ: 
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. Это уравнение говорит о том, что производная искомой функции пропорциональна самой функции. Как известно, единственной функцией обладающей таким свойством является экспонента, и, следовательно, решение такого уравнения при g = const; T = const имеет вид:
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Значение С определяется из условия, что давление на высоте h = 0 равно по величине 
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Итак: 
[image: image187.wmf]RT

Mgh

P

P

-

=

exp

0

 или 
[image: image188.wmf]kT

тgh

P

P

-

=

exp

0

.

Барометрическая формула позволяет найти атмосферное давление в зависимости от высоты или определить высоту, измерив давление.

Зависимость давления газа Р от высоты h:


[image: image189]
Отметим, что применение барометрической формулы к реальной земной атмосфере ограничено, так как атмосфера практически никогда не находится в состоянии теплового равновесия, и ее температура меняется с высотой.

Учитывая связь между давлением газа и концентрацией молекул 
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 получим распределение молекул по высоте во внешнем поле:
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где 
[image: image193.wmf]mgh
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 ( потенциальная энергия молекулы в поле тяготения на высоте h.

Выражение 
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 ( распределение Больцмана.

Вывод: эта формула дает равновесное распределение молекул в пространстве в любом потенциальном поле: при T = const плотность газа больше там, где меньше потенциальная энергия его молекул.

п – концентрация молекул на высоте h;
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[image: image199.wmf]gh

m

П

0

=

 ( потенциальная энергия в поле тяготения.

Контрольные вопросы
1. В чем содержание и для чего выводится основное уравнение МКТ? Связь, между какими макро- и микропараметрами оно устанавливает?

2. Запишите другие формы основного уравнения МКТ.

3. По какому параметру проходит усреднение при выводе основного уравнения МКТ? Чему равна средняя квадратичная скорость молекулы идеального газа и от чего она зависит?

4. Чему равна средняя кинетическая энергия поступательного движения одной молекулы идеального газа, внутренняя энергия молекул идеального газа?

5. В чем физический смысл термодинамической температуры?

6. Каков вид функций распределения молекул по скоростям, и, каковы ее характерные особенности? В чем смысл условия нормировки?

7. Как зависит распределение Максвелла от температуры, массы молекул? Покажите на примерах.

8. Как, зная функцию распределения молекул по скоростям, перейти к функции распределения по энергиям?

9. Выведите барометрическую формулу. Что позволяет определить эта формула? Изобразите графически зависимости давления газа от высоты.

10. В чем суть распределения Больцмана?

Задачи

1. В сосуде вместимостью 1 л находится кислород массой 1 г. Определите концентрацию молекул кислорода в сосуде.
2. Определите наиболее вероятную скорость молекул газа, плотность которого при давлении Р = 40 кПа составит 0,35 
[image: image200.wmf]3

кг/м

. [478 м/с].

3. На какой высоте плотность воздуха в 2 раза меньше, чем его плотность на уровне моря? Считайте, что температура воздуха везде одинакова и равна 273 К. [55 км].

4. Используя закон распределения молекул газа по скоростям, найдите формулу наиболее вероятной скорости 
[image: image201.wmf]в
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